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EJERCICIO 1 (33:53) 

Para la teoría de Klein‐Gordon, el operador campo en la teoría de Schrödinger es: 

𝝓 ሺ𝒙ሬሬ⃗ ሻ ൌ න
𝒅𝒌
𝟐𝝅

𝟏

ඥ𝟐𝝎𝒌

ቀ𝒂𝒌𝒆𝒊 𝒌ሬሬ⃗ ∙𝒙ሬሬ⃗  𝒂𝒌
ற𝒆ି𝒊 𝒌ሬሬ⃗ ∙𝒙ሬሬ⃗ ቁ 

Calcular el operador campo, dependiendo del tiempo 

𝝓 ሺ𝒕 ,𝒙ሬሬ⃗ ሻ ൌ 𝒆𝒊 𝒕 𝑯𝝓 ሺ𝒙ሬሬ⃗ ሻ𝒆ି𝒊 𝒕 𝑯 

Considerar que 

𝑒௫ 𝐵 𝑒ି௫ ൌ 𝐵  ሾ𝐴 , 𝐵ሿ 𝑥 
1
2!

ൣ𝐴 , ሾ𝐴 , 𝐵ሿ൧ 𝑥ଶ 
1
3!

ቂ𝐴 , ൣ𝐴 , ሾ𝐴 , 𝐵ሿ൧ቃ 𝑥ଷ  ⋯ 

Vamos a calcular 

𝑒௧ ு 𝑎 𝑒ି௧ ு 

De modo que it = x; ak = B y H=A es el hamiltoniano de Klein‐Gordon 

𝐻 ൌ න
𝑑ଷ𝑘

ሺ2𝜋ሻଷ 𝜔𝑎
൫ሬ⃗ ൯
ற 𝑎൫ሬ⃗ ൯

Con los siguientes conmutadores: 

ቂ𝐻 , 𝑎൫ሬ⃗ ൯ቃ ൌ െ𝜔 𝑎൫ሬ⃗ ൯ 

ቂ𝐻 , 𝑎
൫ሬ⃗ ൯
ற ቃ ൌ 𝜔 𝑎

൫ሬ⃗ ൯
ற

𝑒௧ ு 𝑎 𝑒ି௧ ு ൌ 𝑎  ሾ𝐻 , 𝑎ሿ 𝑥 
1
2!

ൣ𝐻 , ሾ𝐻 , 𝑎ሿ൧ 𝑥ଶ 
1
3!

ቂ𝐻 , ൣ𝐻 , ሾ𝐻 , 𝑎ሿ൧ቃ 𝑥ଷ  ⋯ 

ൣ𝐻 , ሾ𝐻 , 𝑎ሿ൧ ൌ ሾ𝐻 , ሺെ𝜔 𝑎ሻሿ ൌ െ𝜔 ሾ𝐻 , 𝑎ሿ ൌ െ𝜔ሺെ𝜔 𝑎ሻ ൌ 𝜔
ଶ 𝑎  

ቂ𝐻 , ൣ𝐻 , ሾ𝐻 , 𝑎ሿ൧ቃ ൌ ൣ𝐻 , ൫𝜔
ଶ 𝑎൯൧ ൌ 𝜔

ଶ ሾ𝐻 , 𝑎ሿ ൌ 𝜔
ଶ ሺെ𝜔 𝑎ሻ ൌ െ𝜔

ଷ 𝑎 

𝑒௧ ு 𝑎 𝑒ି௧ ு ൌ 𝑎 െ 𝜔 𝑎 ሺ𝑖𝑡ሻ 
1
2!

𝜔
ଶ 𝑎 ሺ𝑖𝑡ሻଶ െ

1
3!

𝜔
ଷ 𝑎 ሺ𝑖𝑡ሻଷ  ⋯ 

𝑒௧ ு 𝑎 𝑒ି௧ ு ൌ 𝑎  ሺെ1ሻ𝜔 𝑎 ሺ𝑖𝑡ሻ  ሺെ1ሻଶ 1
2!

𝜔
ଶ 𝑎 ሺ𝑖𝑡ሻଶ  ሺെ1ሻଷ 1

3!
𝜔

ଷ 𝑎 ሺ𝑖𝑡ሻଷ  ⋯ 

𝑒௧ ு 𝑎 𝑒ି௧ ு ൌ 𝑎 ൬1  𝜔 ሺെ𝑖𝑡ሻ 
1
2!

𝜔
ଶ ሺെ𝑖𝑡ሻଶ 

1
3!

𝜔
ଷ ሺെ𝑖𝑡ሻଷ  ⋯ ൰ 

𝑒௧ ு 𝑎 𝑒ି௧ ு ൌ 𝑎 𝑒ି ఠೖ ௧ 

𝑒௧ ு 𝑎
ற 𝑒ି௧ ு ൌ 𝑎

ற  ൣ𝐻 , 𝑎
ற൧ 𝑥 

1
2!

ቂ𝐻 , ൣ𝐻 , 𝑎
ற൧ቃ 𝑥ଶ 

1
3!

𝐻 , ቂ𝐻 , ൣ𝐻 , 𝑎
ற൧ቃ൨ 𝑥ଷ  ⋯
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ቂ𝐻 , ൣ𝐻 , 𝑎
ற൧ቃ ൌ ൣ𝐻 , ൫𝜔 𝑎

ற൯൧ ൌ 𝜔 ൣ𝐻 , 𝑎
ற ൧ ൌ 𝜔൫𝜔 𝑎

ற൯ ൌ 𝜔
ଶ  𝑎

ற 

𝐻 , ቂ𝐻 , ൣ𝐻 , 𝑎
ற൧ቃ൨ ൌ ൣ𝐻 , ൫𝜔

ଶ 𝑎
ற൯൧ ൌ 𝜔

ଶ ൣ𝐻 , 𝑎
ற൧ ൌ 𝜔

ଶ ൫𝜔 𝑎
ற൯ ൌ 𝜔

ଷ 𝑎
ற 

𝑒௧ ு 𝑎
ற 𝑒ି௧ ு ൌ 𝑎  𝜔 𝑎

ற ሺ𝑖𝑡ሻ 
1
2!

𝜔
ଶ  𝑎

ற ሺ𝑖𝑡ሻଶ 
1
3!

𝜔
ଷ 𝑎

ற ሺ𝑖𝑡ሻଷ  ⋯ 

𝑒௧ ு 𝑎
ற 𝑒ି௧ ு ൌ 𝑎

ற ൬1  𝜔 ሺ𝑖𝑡ሻ 
1
2!

𝜔
ଶ ሺ𝑖𝑡ሻଶ 

1
3!

𝜔
ଷ ሺ𝑖𝑡ሻଷ  ⋯ ൰ 

𝑒௧ ு 𝑎
ற 𝑒ି௧ ு ൌ 𝑎

ற 𝑒 ఠೖ ௧ 

También podría hacerse 

൫𝑒௧ ு 𝑎 𝑒ି௧ ு ൌ 𝑎 𝑒ି ఠೖ ௧൯
ற
 

൫𝑒௧ ு 𝑎 𝑒ି௧ ு൯
ற

ൌ ൫𝑒ି௧ ு൯
∗
𝑎

ற൫𝑒ି௧ ு൯
∗

ൌ 𝑒௧ ு 𝑎
ற 𝑒ି௧ ு  

൫𝑎 𝑒ି ఠೖ ௧൯
ற

ൌ 𝑎
ற 𝑒 ఠೖ ௧ 

Llegando al mismo resultado. 

 

𝑒௧ ு 𝜙ሺ௫⃗ሻ 𝑒ି௧ ு ൌ 𝑒௧ ு  ቆන
𝑑𝑘
2𝜋

1

ඥ2𝜔

ቀ𝑎 𝑒 ሬ⃗ ∙௫⃗  𝑎 
ற 𝑒ି ሬ⃗ ∙௫⃗ቁቇ 𝑒ି௧ ு 

𝑒௧ ு 𝜙ሺ௫⃗ሻ 𝑒ି௧ ு ൌ න
𝑑𝑘
2𝜋

1

ඥ2𝜔
𝑒௧ ு ቀ𝑎 𝑒 ሬ⃗ ∙௫⃗  𝑎 

ற 𝑒ି ሬ⃗ ∙௫⃗ቁ 𝑒ି௧ ு 

𝑒௧ ு 𝜙ሺ௫⃗ሻ 𝑒ି௧ ு ൌ න
𝑑𝑘
2𝜋

1

ඥ2𝜔

൬൫𝑒௧ ு𝑎 𝑒ି௧ ு൯𝑒 ሬ⃗ ∙௫⃗  ൫𝑒௧ ு𝑎 
ற 𝑒ି௧ ு൯ 𝑒ି ሬ⃗ ∙௫⃗൰ 

𝑒௧ ு 𝜙ሺ௫⃗ሻ 𝑒ି௧ ு ൌ න
𝑑𝑘
2𝜋

1

ඥ2𝜔

൬൫𝑎 𝑒ି ఠೖ ௧൯𝑒 ሬ⃗ ∙௫⃗  ൫𝑎
ற 𝑒 ఠೖ ௧൯ 𝑒ି ሬ⃗ ∙௫⃗൰ 

𝒆𝒊𝒕 𝑯 𝝓 ሺ𝒙ሬሬ⃗ ሻ 𝒆ି𝒊𝒕 𝑯 ൌ න
𝒅𝒌
𝟐𝝅

𝟏

ඥ𝟐𝝎𝒌

ቀ𝒂𝒌 𝒆ି𝒊 𝝎𝒌 𝒕ା𝒊 𝒌ሬሬ⃗ ∙𝒙ሬሬ⃗  𝒂𝒌
ற 𝒆 𝒊 𝝎𝒌 𝒕ି𝒊 𝒌ሬሬ⃗ ∙𝒙ሬሬ⃗ ቁ  
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EJERCICIOS 2 (59:05) 

El operado de evolución en la imagen de interacción es: 

𝑼𝑰 (𝒕) = 𝒆𝒊 𝒕 𝑯𝟎𝒆ି𝒊 𝒕 𝑯 

 

2.1 Comprobar que 

𝑼𝑰 (𝒕,𝒕ᇲ) = 𝒆𝒊 𝒕 𝑯𝟎  𝒆ି𝒊 (𝒕ି𝒕´) 𝑯𝒆ି𝒊 𝒕´ 𝑯𝟎  

𝑈ூ (௧,௧ᇲ) = 𝑈ூ (௧)𝑈ூ (௧´)
ற  

𝑈ூ (௧,௧ᇲ) = ൫𝑒 ௧ ுబ  𝑒ି ௧ ு൯ ൫𝑒 ௧´ ுబ  𝑒ି ௧´ ு൯
ற

 

𝑈ூ (௧,௧ᇲ) = ൫𝑒 ௧ ுబ  𝑒ି ௧ ு൯൫𝑒 ௧´ ு 𝑒ି ௧´ ுబ൯ 

𝑼𝑰 (𝒕,𝒕ᇲ) = 𝒆𝒊 𝒕 𝑯𝟎𝒆ି𝒊 (𝒕ି𝒕´) 𝑯𝒆ି𝒊 𝒕´ 𝑯𝟎  

 

2.2 Comprobar que UI (t,t´) es solución de 

𝒊 𝝏𝒕𝑼𝑰 (𝒕,𝒕ᇲ) = 𝑯´𝑰 (𝒕)𝑼𝑰 (𝒕,𝒕ᇲ) 

𝑈ூ (௧,௧ᇲ) = 𝑒 ௧ ுబ 𝑒ି (௧ି௧´) ு𝑒ି ௧´ ுబ = 𝑒ି ௧ (ுିுబ)𝑒 ௧´ (ுିுబ) 

𝜕௧𝑈ூ (௧,௧ᇲ) = −𝑖(𝐻 − 𝐻)𝑒ି ௧ (ுିுబ)𝑒 ௧´ (ுିுబ) = −𝑖(𝐻 − 𝐻)𝑈ூ (௧,௧ᇲ) 

𝑖 𝜕௧𝑈ூ (௧,௧ᇲ) = (𝐻 − 𝐻)𝑈ூ (௧,௧ᇲ) 

Recordando que H´= H – H0 

𝒊 𝝏𝒕𝑼𝑰 (𝒕,𝒕ᇲ) = 𝑯´ 𝑼𝑰 (𝒕,𝒕ᇲ)  

 

2.3 Verificar que cumple (estos operadores conforman un grupo) para t1 > t2 > t3 

𝑼𝑰 (𝒕𝟏,𝒕𝟐)𝑼𝑰 (𝒕𝟐,𝒕𝟑) = 𝑼𝑰 (𝒕𝟏,𝒕𝟑) 

𝑈ூ (௧భ,௧మ) = 𝑒 ௧భ ுబ𝑒ି (௧భି௧మ) ு𝑒ି ௧మ ுబ 

𝑈ூ (௧మ,௧య) = 𝑒 ௧మ ுబ𝑒ି (௧మି௧య) ு𝑒ି ௧య ுబ 

𝑈ூ (௧భ,௧మ)𝑈ூ (௧మ,௧య) = 𝑒 ௧భ ுబ𝑒ି (௧భି௧మ) ு 𝑒ି ௧మ ுబ𝑒 ௧మ ுబ  𝑒ି (௧మି௧య) ு𝑒ି ௧య ுబ  

𝑈ூ (௧భ,௧మ)𝑈ூ (௧మ,௧య) = 𝑒 ௧భ ுబ𝑒ି (௧భି௧మ) ு 1 𝑒ି (௧మି௧య) ு𝑒ି ௧య ுబ 

𝑈ூ (௧భ,௧మ)𝑈ூ (௧మ,௧య) = 𝑒 ௧భ ுబ𝑒ି (௧భି௧మ) ுି (௧మି௧య) ு 𝑒ି ௧య ுబ  

𝑈ூ (௧భ,௧మ)𝑈ூ (௧మ,௧య) = 𝑒 ௧భ ுబ𝑒ି (௧భି௧య) ு 𝑒ି ௧య ுబ  
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2.4  Demostrar que 

𝑼𝑰 ሺ𝒕𝟏,𝒕𝟑ሻ𝑼𝑰 ሺ𝒕𝟐,𝒕𝟑ሻ
ற ൌ 𝑼𝑰 ሺ𝒕𝟏,𝒕𝟐ሻ 

൫𝑈ூ ሺ௧మ,௧యሻ൯
ற

ൌ ൫𝑒 ௧మ ுబ𝑒ି ሺ௧మି௧యሻ ு𝑒ି ௧య ுబ൯
ற

ൌ 𝑒 ௧య ுబ𝑒 ሺ௧మି௧యሻ ு𝑒ି ௧మ ுబ  

𝑈ூ ሺ௧భ,௧యሻ൫𝑈𝐼 ሺ𝑡2,𝑡3ሻ൯
†

ൌ ൫𝑒𝑖 𝑡1 𝐻0𝑒െ𝑖 ሺ𝑡1െ𝑡3ሻ 𝐻 𝑒െ𝑖 𝑡3 𝐻0൯൫𝑒𝑖 𝑡3 𝐻0𝑒𝑖 ሺ𝑡2െ𝑡3ሻ 𝐻𝑒െ𝑖 𝑡2 𝐻0൯ 

𝑈ூ ሺ௧భ,௧యሻ൫𝑈𝐼 ሺ𝑡2,𝑡3ሻ൯
†

ൌ 𝑒𝑖 𝑡1 𝐻0𝑒െ𝑖 ሺ𝑡1െ𝑡3ሻ 𝐻 1 𝑒𝑖 ሺ𝑡2െ𝑡3ሻ 𝐻𝑒െ𝑖 𝑡2 𝐻0  

𝑈ூ ሺ௧భ,௧యሻ൫𝑈𝐼 ሺ𝑡2,𝑡3ሻ൯
†

ൌ 𝑒𝑖 𝑡1 𝐻0𝑒െ𝑖 ሺ𝑡1െ𝑡3ሻ 𝐻𝑖 ሺ𝑡2െ𝑡3ሻ 𝐻 𝑒െ𝑖 𝑡2 𝐻0  

𝑈ூ ሺ௧భ,௧యሻ൫𝑈𝐼 ሺ𝑡2,𝑡3ሻ൯
†

ൌ 𝑒𝑖 𝑡1 𝐻0𝑒െ𝑖 ሺ𝑡1െ𝑡2ሻ 𝐻 𝑒െ𝑖 𝑡2 𝐻0  

𝑼𝑰 ሺ𝒕𝟏,𝒕𝟑ሻ𝑼𝑰 ሺ𝒕𝟐,𝒕𝟑ሻ
ற ൌ 𝑼𝑰 ሺ𝒕𝟏,𝒕𝟐ሻ  

 

 

 




